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Notacao e propriedades:

1) Variaveis e indices: o simbolo z; (leia  indice j) representa qualquer um dos n valores 1, z2, ..., Zp
resultantes da mensuragao de uma variavel aleatéria X na amostra (conjunto de dados). A letra j, usada
como indice, indica um dos possiveis valores, de 1 a n, da varidvel aleatéria. Assim, por exemplo, se
for considerada uma amostra de tamanho n = 3 de coelhos ao abate aos noventa dias e se X representa
uma variavel relativa ao peso em kg, entdo uma possibilidade de resultados é: 2,56, 2,43 e 2,60. Logo,
r1 = 2,56, 9 = 2,43 e x3 = 2,60. Os valores da variavel aleatéria sao representados por letras mindscula
e as variaveis aleatérias em si, por letras maitiscula.

2) Notagao de somatorio: para representarmos a soma de n variaveis aleatorias podemos utilizar o simbolo
., . . . . n
>, letra grega maitascula sigma. Assim, a soma x1 +x3 + ... +x, pode ser sintetizada por Zj:l xj, ou
seja,

n
S g =m 4Bt T
j=1

A variag@o do indice j pode néo ir de 1 a n, mas estar em qualquer subintervalo desses limites.

3) Algumas propriedades:

n n
a) g axj:aa?1+aw2+...+axn:a§ xj;
J=1 j=1

n n n
D) D wjyy =ay xaye+ o xayn # [ D> 2 | [ D v |
j=1 j=1 j=1

n

c) Z(aa:j +by;) = aZ:Uj + bej;
j=1 j=1

7=1
d) > k=nk,
j=1

em que a, b e k sao constantes.
Exercicios propostos:

1) Considere as amostras de tamanho n = 5 dadas por:

X = [2,6, 4,7, 10]
Y = [42, 82, 79, 31, 55

obter:
4 5 5
a)ij b) Zyj c) Z2x§
=1 =1

5

5 4 5
d) " xjy; ¢) Y (3z; +2y)) £y + )5
j=1 Jj=2 Jj=1

j=1



2)

Considere
_ 91
n n
2% Ol 2%
= =1 J=1
X =2 S% = x2_ M=/
n ¢ n—1 ; J n ’

os estimadores da média e da varidncia populacionais, respectivamente, obtidos em uma amostra aleatoria
de tamanho n. Considerando os dados X = {2,4,5,6, 1,8}, calcular a média e a variancia.

Mostrar numericamente, a partir do conjunto X = [1, 3, 2] e de forma algébrica, para qualquer amostra
de tamanho n, que 37, (X; — X) = 0.

Demonstrar que o valor de
n

(X; — 4)°
=1

Q:J

n—1

representa um ponto de minimo se o valor de A for igual a X. Representar em um grafico o esboco da
fungao Q.

Criar um conjunto de valores de tamanho n = 3 para que a seguinte igualdade se verifique:

Desenvolver a expressao

considerando as propriedades de somatorio e mostrar que @ = S2. A partir deste resultado e daquele
obtido no exercicio 5, qual é o significado e interpretacao vocé atribui a variancia S2?
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Resolucao

1) Sejam as amostras de tamanho n = 5 dadas por:

~ (2,6, 4,7, 10]
— [42, 82, 79, 31, 55]

entao:
4

a) ij:x1+$g+m3+x4: 19 ;
j=1
5

b) Zy':y1+...+y5:289;
j=1

Mm

5
= Z x? =410 ;

<.
I
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xjy; = 1659 ;

e e

e) » (3zj+2y;) —BZxJ+ZZy]—665 e

Jj=1 Jj=1

.
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—_

M”“

f) xjy; + Zy] = 19740 .

7=2 7=1

2) Considerando o conjunto de dados X = {2,4,5,6, 1,8} a média e a variancia sao:

ZX

X = — 43333 ¢
n
- 9-
n
2 Xi
2 1 nx2 =1
8= —— | X2 - AL | = 66667

3) Mostrar numérica e algebricamente que as somas de desvios em relagdo a média aritmética é nula,
qualquer que seja a amostra.

a) Numericamente

A média é igual a X = 2, assim
n

DX -X)=(1-2+(B-2+(2-2)=-14+0+1=0;
j=1

b) algebricamente

n B n n B n
DX -X)=) X;-) X=) X;-nX
j=1 j=1 j=1 j=1
n
n %Zl X] n n
=3 X;—-———=>"X;-> X;=0 CQM
— o — —
Jj=1 j=1 j=1
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4) Expandindo o somatorio e derivando @) em rela¢ao a A tem-se:

n

1 < 1
= X, — A2 = X2 24X, + A2
Q=3 L = A = o S 24,4 )

1 n n n
= — SOXF-N 24X+ ) A2
n= j=1 j=1 j=1

1 n n
=—— (X724} X;+nd®
n_
i=1 j=1

@_ 1
dA  n-—1

n
—2) "X, +2nA
j=1

Igualando a derivada a zero, e resolvendo em relacido a A, tem-se:

dQ 1 -
= = 23" X. +2mA | =0
dA n—1 jz::l jten
2mA=2) X,

j=1

2%
A= %

n

O ponto 6timo, obtido igualando a derivada primeira a zero, pode ser de maximo, de minimo ou de
inflexdo. Para certificar-se de que o valor de () é um valor minimo, quando A é igual & média amostral,
basta mostrar que a segunda derivada é positiva. A segunda derivada de ) em relagdo a A é dada por:

d*Q 2n

dAdA n_1 Y

ou seja, a segunda derivada para qualquer tamanho de amostra sera positiva, ficando concluida assim a
demonstracdo. Veja o grafico da funcio a seguir, em que Qmin = S°.

Q

Qmin

X A

5) Para que o somatério em questao seja nulo é necessario que cada parcela seja igual a zero. Para isso
acontecer ¢ preciso que cada valor x; seja igual a média da amostra, ou seja, x; = X. Assim, concluimos
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que os n valores da amostra tém de ser iguais. Logo, podemos construir quaisquer amostra de tamanho
n =5 com valores iguais, como, por exemplo, X = {1,1,1,1,1}.

6) Desenvolvendo

n

2_
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_J=1 _ 1 - 2 5% 2
Q="—"7 _nljz;(xj 2XX; + X?)
1 n n n
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B n n
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S ;X] 2 - ;X]—Fn -
- 2
n n
§ > 2> X; (DX,
1 j=1 j=1
n—1 = J n n?
- o
n
RS 2,
_ 2 \J=1 _ @2
_7’L—1 ]ZlX] n S

Assim, a variancia é funcdo da soma de quadrados de desvios em relacdo a média e é um valor minimo,
se for considerada outra constante no lugar da média. Se tomarmos () como uma funcao de A, que
representa uma parabola, a varidncia representa o ponto de minimo desta parabola, quando A = X. A
variancia é tanto menor, proximo de zero, quanto maior for a semelhanga dos dados amostrais, ou seja,
serd proxima de zero em amostras com pouca variagao. Cresceréd para infinito, quando as diferengas entre
os elementos da amostra aumentar.
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