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6.1¢ Lista de Exercicios Praticos Variaveis Aleatoérias e Distribuicao de

1)

8)

Probabilidades

Considere um experimento que consiste em langar dois dados equilibrados e registrar seus resultados em relagao
as faces que estavam para cima apds o lancamento. Admite-se que os resultados sejam perfeitos em todos os
langamentos, ou seja, nao existe a possibilidade de o dado langado cair em um posicao em que uma das suas seis
faces nao fique evidentemente voltada para cima. Vamos definir a seguinte variavel aleatoria: i) X: soma dos
resultados das faces. Pergunta-se:
a) Qual é o conjunto suporte da variavel aleatoria X ?
b) Qual é a distribuigdo de probabilidade de X7
¢) A variavel aleatoria X é discreta ou continua?
d) Determinar as seguintes probabilidades:

i) P(X <8)

ii) P(X >5)

iii) P(X >5)
Marcar como verdadeira ou falsa as seguintes afirmativas:

a) () Uma variavel aleatoria X é uma fungao do espago amostral ), tal que X (w) = z, em que z € R.
b)( ) ovalor z € R, tal que x = X (w) é a imagem da variavel aleatoria X.

¢)( ) O conjunto imagem de X é chamado de conjunto suporte de X, Sy, e representa um subconjunto dos reais
de todos os possiveis valores da fungdo X (w) aplicada ao espago amostral €.

d) () Sao eventos equivalentes dois eventos em espagos amostrais diferentes que quando um ocorre o outro nao
ocorre simultaneamente.

() Se o conjunto suporte de X, Sx, for um conjunto contavel, a variavel aleatoria é continua.
() Se o conjunto suporte de X, Sy, for um conjunto contavel, a variavel aleatoria é discreta.
() Se)  crpx(x) =1, a variavel aleatoria X é discreta.
()

Se > ,er Px(7) =1, a variavel aleatoria X é continua.
Sendo X uma variavel aleatéria binomial, com 8 = 0,5 e n = 4, obter:

a) A distribui¢do de probabilidade de X.
b) P(X <2).

¢c) P(X <2)

d)

e) Valor esperado de X?2.

Valor esperado de X.

Se definirmos uma variével aleatéria como sendo igual ao niimero de repeticoes de ensaios independentes de Bernoulli
com probabilidade de sucesso constante 8, 0 < § < 1, até a ocorréncia do primeiro sucesso, pergunta-se: a) qual
é a funcao de probabilidade deste modelo probabilistico? Observar que esta é uma das formas alternativas de
representar um variavel aleatoria geométrica; b) qual é o conjunto suporte Sx desta variavel? c) esta variavel é
discreta ou continua? d) mostrar que ) ¢ px(z)=1.

Dé exemplos de situagoes em que o modelo Poisson possa ser usado.

Consideremos uma variavel aleatéria X com suporte Sx = [0,1]. a) Verificar se fx(x) = 2z, para z € [0,1]
e fx(z) = 0 para ¢ [0,1] é uma fun¢do densidade de probabilidade. b) Determinar as esperancas de X e
de X2. c¢) Determinar a fungao de distribuicio de probabilidade de X, Fx(z). d) Calcular a probabilidade:
P(0,2 < X <0,5). e) A variavel aleatoria X é continua ou discreta?

Suponha que Fy(r) = 2% para 0 < x < 1, entdo compute as seguintes probabilidades:

a) P(X <3) b) P(1/4 < X <1/2)
c) P(2/5 < X <4/5) d) P(X <0)

e) P(X <1) f) P(X <-3)

Responda e justifique suas respostas:



a
b

) Diferenciar variaveis aleatérias discretas de variaveis aleatorias continuas.
¢) Por que P(X =z) =0, se X é uma variavel aleatoria continua?

Diferenciar fungao de probabilidade de funcao densidade de probabilidade.

d) Se P(X = x) =0, Vz € R!, podemos caracterizar a varidvel aleatéria como continua?

e) Se X assume apenas dois valores, digamos Sx = {0,25, 2,34}, com probabilidades P(X = 0,25) = 1—0 e
P(X =2,34) =0, para 0 < 8 < 1, podemos dizer que X é discreta?
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Resolucao

1) Para o experimento aleatorio do langamento de dois dados equilibrados temos as seguintes respostas:

a) o espago amostral deste experimento é:
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Se somarmos os resultados das duas faces, teremos o seguinte conjunto suporte de X:

Sx ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} .

b) A distribuicdo de probabilidade de X é dada pelos valores que esta variavel pode assumir acompanhada de suas
respectivas probabilidades. A probabilidade de X assumir um dado valor é obtida pela soma das probabilidades

do evento correspondente de 2. Por exemplo, se quisermos px(3), teremos o evento correspondente, A =
{wBQ|X (w) =3} = {(1,2), (2,1)} e a sua probabilidade P(A) = |A|/|2| = 2/36. Assim, temos

Neste caso, podemos construir o seguinte modelo, o que nem sempre é possivel:

min (|z — 1|, |13 — x
PO = 5y il = 1113 )

c) E discreta, pois o conjunto suporte é um conjunto finito, portanto, contavel de valores.
d) As probabilidades solicitadas sao:
i) P(X<8=PX=2)+PX=3)+--+PX=8=(1+2+---+5)/36 = 26/36 = 72,22%.
ii) P(X >5)=P(X=5)+---+ P(X =12) = 30/36 = 83,33%.
iii) P(X <5)=1-P(X >5)1-30/36 =1/6 = 16,67%.

2) Marcar como verdadeira ou falsa as seguintes afirmativas:

)

a) (V
b) (V) O valor z € R, tal que x = X (w) é a imagem da variavel aleatoria X.
c) (V

)

) Uma variavel aleatoria X é uma fungao do espago amostral Q, tal que X (w) = z, em que z € R.

) O conjunto imagem de X é chamado de conjunto suporte de X, Sx, e representa um subconjunto dos reais
de todos os possiveis valores da fungdo X (w) aplicada ao espago amostral 2.

d) (F) Sao eventos equivalentes dois eventos em espagos amostrais diferentes que quando um ocorre o outro nao
ocorre simultaneamente.

e) (F) Se o conjunto suporte de X, Sx, for um conjunto contavel, a variavel aleatoéria é continua.
f) (V) Se o conjunto suporte de X, Sx, for um conjunto contéavel, a variavel aleatoria é discreta.
g) (V) Se > cppx(x) =1, a variavel aleatoria X ¢ discreta.
h) (F) Se >, crpx(z) =1, a varidvel aleatoria X é continua.

3) Temos as seguintes respostas:

a) A distribui¢do de probabilidade de X:

Estatistica Basica - GEX112 Ferreira, D.F.



Sendo cada probabilidade obtida pela fungao de probabilidade binomial, que neste caso é:

px(z) =P(X =x) = <Z> 0*(1—0)" % = (i) 0,5%(1 — 0,5)**

4
:( )0,54.
X
6

N 1

b) P(X <2) = P(X=0)+-+P(X =2) = (1+4+6)/16 = 11/16 = 68,75%.
o) P(X<2)=1-P(X>2)=1-11/16 = 5/16 = 31,25%.
d) Valor esperado de X:

Por exemplo, P(X = 2) é&:

E[X]:prx(w):Ox1—6+1XE+...+4XT6
=0

=2.

e) Valor esperado de X?:

~ 1 4 1
E[X? = Ppx(x) =02 x —+12x — 4+ 442 x —
[X7] ;J px (@) 16 16 16
0+4+244+36+16 80
- 16 16
=5.

4) Esta variavel aleatoria é uma forma alternativa da geométrica e temos as seguintes respostas:

a) Se fixarmos x repetigoes, teremos x — 1 fracassos independentes antes da ocorréncia do z-ésimo sucesso, quando
o experimento é interrompido. Logo,

P|FFF---FS| =P(F)x P(F) x---x P(F)xP(S) = (1-0)"""6.

x repetigoes

xz—1 fracassos F'

b) O conjunto supor é: Sy = {1,2,34---}.
¢) A variavel aleatoria X é discreta, pois seu suporte Sy, embora seja um conjunto de infinitos valores, é um

conjunto contavel, pois podemos fazer uma associacao 1 para 1 com o conjunto dos niimeros inteiros.

d) Para mostrar que a soma de todas as probabilidades é igual a 1, vimos em aula que a soma dos n primeiros
termos de uma progressao geométrica com razao r, 0 < r < 1, e primeiro termo a; é:

Cl1(1 — r”).

S, =
1—1r

No caso queremos somar as probabilidades:
PX=D)4+PX=24+-PX=n)+--=0+1-0)0+1—-020+---+1—-0)""10+--

Portanto, percebemos que se trata da soma de termos de uma progressao geométrica com infinitos termos, com
a1 =0 er=1-6. Usando a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica, temos, para este caso
que:
g _m(l—r") _61-(1-0)")
"o1l—-r 1-(1-90)
—1—(1—0)".
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Logo, a soma de todas as probabilidades é:

Z px(x)=lim S, = lim 1—(1-6)"

n—roo n—roo
TESx
pois (1 —6) € [0,1] e, portanto, (1 — )™ tende a 0 quando n tende para infinito.

5) Podemos utilizar o modelo Poisson quando temos ocorréncias (contagem) de algum fendmeno que ocorre aleatori-
amente por unidade de area, volume e tempo em uma taxa constante \. Assim, podemos ter ntmero de defeitos
em um processo de producao, cuja taxa de defeito por unidade de temo é constante; nimero de formigueiros que
ocorrem por unidade de area; nimero de pessoas com aids que chegam em um certo centro médico por unidade de
tempo (dia, semana, més ou ano); entre muitos outros exemplos.

6) Consideremos uma variavel aleatéria X com suporte Sx = [0,1], temos as seguintes respostas:

a) A funcdo fx é ndo negativa para todo x € [0,1] e também

/ fx(x dac—/ 2xdr = 2 12(1) 12-0%=1,
0

logo fx é uma funcao densidade de probabilidade.

b) As esperangas sdo:

1 3 |z=1 3
2 2x1
E[X] :/ fo(z)dx:/ 202 dx = — 22
0 0 2=0 3
_2
-3
e
1 1 I4 =1 14
E[X2]:/ l‘Qfx(.T)d$=/ 223de = — =—-0
0 0 20— 2
_1
=5
¢) A fungao de distribuigao é:
‘ 2 2
Fx(x):/o ! (t)dt—/o 20t = 12~ = 42— 0
=z2.
d) A probabilidade desejada pode ser computado de dois modos. O primeiro é:
» 0,5 =0,5
P(02< X <0,5) = fx(z)dr = / 2udr = 27| s = =0,52-0,2°
0,2 0,2

=0,21 = 21%.
A segunda forma é usando o F'x. Assim, temos

P(0,2 < X <0,5) =Fx(0,5) — Fx(0,2) = 0,5% — 0,22
=0,21 = 21%.

e) A variavel aleatoria X deste exemplo é continua, pois seu suporte é um intervalo ndo contavel dos reais,
Sx =10,1] e P(X = x) = 0 para todo x € Sx, pois P(x < X <z) = Fx(x) — Fx(z) = 0.

7) Supondo que que Fx(z) = 2% para 0 < z < 1, entdo temos:

a) P(X <3) = Fx(3) = 1.

b) P(1/4 < X < 1/2) = Fx(1/2) — Fx(1/4) = (1/2)% — (1/4)2 = 3/16.
0) P(2/5 < X < 4/5) = Fx(4/5) — Fx(2/5) = (4/5)% — (2/5)% = 12/25.
d) P(X <0)=Fx(0)=0.

¢) P(X < 1) = Fy(1) = 1.
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f)

P(X < -3)=Fx(-3) =0, pois Sx =[0,1].

Temos as seguintes respostas:

a)

b)

Uma varidvel aleatoria é discreta se o seu suporte Sx é um conjunto de valores contavel finito ou infinito e se
para todo x € Sx, temos px (v) >0, com ) p px(z) = 1. J4 uma varidvel aleatoria X & continua se e somente
se px (x) = 0 para todo z € R.

A fungao de probabilidade px é uma fungao de Sx para [0,1] que atribui probabilidades a cada valor da variavel
aleatoria X discreta e esté associada a variaveis aleatorias discretas. Ja a funcao densidade fx nao é uma fungao
que atribui probabilidades as correspondentes valores x da variavel aleatéria continua X, mas tem a seguintes
propriedades: a) é ndo negativa para todo x € R e ffooo fx(x)dz = 1. A partir dela computamos probabilidades

para variaveis aleatorias continuas por P(a < X <) = fab fx(x)dx.

Por que se atribuirmos qualquer valor € > 0, por menor que seja, a soma das probabilidades associadas a todos
os valores x € Sx, que é um conjunto nao contavel, ird divergir e resultaréd em oco. Logo, nao podemos atribuir
probabilidades a um determinado valor z se ele € um valor de uma variavel aleatéria continua X, ou seja, que
assume valores em um conjunto suporte ndo contavel. Isso, no entanto, ndo indica que o evento {X = z} seja
impossivel.

Sim, esta é um das defini¢bes apresentadas. Se no entanto, P(X = ) > 0 para algum = € R, entao a variavel
aleatoria X nao serd considerada continua. Neste caso ela é considerada mista, ou seja, para um subconjunto
de valores do conjunto suporte P(X = z) = 0 e para um subconjunto contavel P(X = z) > 0.

Sim, neste caso X é discreta, pois seu conjunto suporte é contavel (no caso finito com dois valores possiveis
apenas). Nao importa se estes valores sejam reais ou inteiros (mais comum), o que importa é que Sx seja
contavel ou nao contavel. Além disso, como X assume apenas dois valores, entdao X é uma variavel Bernoulli.
E natural codificarmos X com os valores 0 e 1, sendo 0 a codificacdo para o valor 0,25 e 1, para o valor 2,34, o
que a torna (a variavel aleatoria) mais prontamente identificdvel como sendo Bernoulli.
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